
Subdivision of small categories

categoryの barcentric subdivisionというものを考える。そのmodelとなるのは、
例えば、C = {a −→ b −→ c}という categoryにおいて、BC ∼= ∆2 であるが、∆2 の重心細分

というと、

a b

c

BT

a b

c

BSd(T )

という図を頭に描く。よって、Sd(C)は objectが 7つある posetをmodelとして考える。

Definition 0.0.1

[n] = {0 −→ 1 −→ 2 −→ · · · −→ n} という poset と考え、∆ は [n] を object とし、order
preserving map (functor)をmorphismとした categoryとする。C を small categoryとしたとき、
∆/C を、

ob(∆/C) = {Nerve of C} = {functor : [p] −→ C}p=0 = {X0 −→ X1 −→ · · · −→ Xq}Xq∈ob(C),q=0

また、X = X0 −→ · · · −→ Xq と、Y = Y0 −→ · · · −→ Yp に対し、

Hom∆/C(X,Y ) = {ξ : [q] −→ [p] | order preserveing map, Y ξ = X}

と定義する。つまり、Y はXのmorphismを合成、あるいは identityをはさんで構成される。X,Y

を functorとしてみれば、
C

[q] [p]
¡¡µ

X

-
ξ

@@I
Y

の図式を可換にする ξと考えてよい。ξ ∈ Hom(X,Y )は ξ : [q] −→ [p]であるが、∆/Cのmorphism
であることを強調するときには、ξ∗ : X −→ Y とかくことにする。

Nerveを objectとするというのが重心細分のアイデアである。しかし、identityがはさまれた
degenerateな nerveを許すと、objectは無限になってしまう。それでは、最初のmodelとはかけ離
れたものになってしまうので、nondegenerate、つまり identityを含まないような nerve（ただし、
indentityそのものは nondegenerateと考える）に制限すべきである。しかし、そうした objectに
限定した full subcategoryを考えても、morphismにおいて弊害が出てくる。そこで、morphsim
はある同値関係で割った商集合とする。

Remmark 0.0.2
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ξ : [q] −→ [p] : order preserving mapというのは、i番目を重複させる surjection si : [n+1] −→
[n]と j番目をスキップする injection dj : [m] −→ [m+1]のいくつかの合成で構成できる。つまり、

si(q) =





q 0 5 q 5 i

q − 1 i + 1 5 q 5 n + 1

そして、

dj(q) =





q 0 5 q 5 j − 1

q + 1 j 5 q 5 m

で定義される。このとき、si : [n + 1] −→ [n]と dj : [n] −→ [n + 1]に対し、si ◦ di = si ◦ di+1 = 1
となる。また、X = X0 −→ · · · −→ Xq としたとき、

X ◦ si = X0 · · · −→ Xi−1 −→ Xi
=−→ Xi −→ Xi+1 −→ · · ·Xq

であり、

X ◦ di = X0 −→ · · · −→ Xi−1
fi◦fi−1−→ Xi+1 −→ · · · −→ Xq

である。ただし、X ◦ d0、X ◦ dq−1 はX0, Xq の cutである。

このとき、X = X0 −→ · · · −→ Xq : [q] −→ C に対し、

C

[q] [q + 1] [q]
¡

¡
¡

¡µ
X

-
di,di+1

6
X◦si

-
si

@
@

@
@I

X

が可換となる。普通に考えて、si◦di = si+1◦di+1 = 1ということは、di, di+1 ∈ Hom∆/C(X, X ◦si)
においては同じと見るべきである。

Definition 0.0.3

X = X0 −→ · · · −→ Xq, Y = X0 −→ · · · −→ Yp で、ξ, ξ′ ∈ Hom∆/C(X, Y )に対し、ξ ∼ ξ′ を

以下のように定義する。
C

[q] [p]
¡¡µ

X

-
ξ,ξ′

@@I
Y

が可換であるが、ξ, ξ′ を si, dj の合成で分解したとき、

C

[q] [n] [n + 1] [p]³³³³³³³³³³1
X

-
ϕ

´
´

´́3
Z

-
di,di+1

Q
Q

QQk
Z◦si

-
χ

PPPPPPPPPPi
Y

の形で、ξ = χ ◦ di ◦ ϕ, ξ′ = χ ◦ di+1 ◦ ϕとなるとき、ξ ∼ ξとし、この関係を同値関係にまで拡張

する。（注意としてそのままでは反射律、対称律、推移律のどれも満たさない。Hoyoの論文では
di, di+1と具体的な indexをつけずに、siの right inverceとして扱っているので、対称律、推移律
は満たす。）
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[∆/C] を object は ∆/C と同じで、Hom[∆/C](X, Y ) = Hom∆/C(X, Y )/ ∼ とする。合成は
functorの合成、[ξ] ◦ [ξ′] = [ξ ◦ ξ′]で定義するが、これが well definedなのは間に di, di+1 を挟ん

でいたとしても、functorを合成してもやはり di, di+1 を挟んでいるからである。

また、[∆/C]の full subcategoryで、objectを nondegenerateな nerveに制限したものを、Sd(C)
と書き、C の重心細分された categoryと呼ぶ。

Lemma 0.0.4

[ξ] ∈ HomSd(C)(X, Y )において、ξは単射である。

proof)　　 ξを si, djの合成に分解する。X = Y ◦ξであり、XはY のnerveを合成 (X◦dj)、ある
いは identityを挟む (X ◦si)ことにより構成されるが、今Xは identityを含まないので、ξの中には

siがあるかもしれないが、結局いつかは挟まれた identityは合成により消えるはずなので、Y ◦ξとい
うのは、Y の nerveを合成によりいくらかつぶしている。つまり、dim(X) = dim(Y ◦ ξ) 5 dim(Y )
よって、ξは dj の合成で書けるため単射である。

□

Corollary 0.0.5

[ξ] ∈ HomSd(C)(X, Y )において、dim(X) = dim(Y ) ⇐⇒ ξ : iso ⇐⇒ ξ = 1

Proposition 0.0.6

Sd(C)は acyclic categoryである。

proof)　　 Lemma 0.0.4により、Sd(C)のmorphismは nerveの次元が低いほうから高いほう
にしかない。また、Cor 0.0.5により、Hom(X,X) = {1}である。

□

Theorem 0.0.7

C を acyclic categoryとしたとき、Sd(C)は posetである。

proof)　　 Sd(C)は acyclicなのだから、任意の f, g ∈ HomSd(C)(X, Y )に対し、f = gを示せ

ばよい。今、X = Y ◦ f = Y ◦ gであり、Lemma 0.0.4より、Y ◦ f, Y ◦ gというのは Y の nerve
を合成でつぶすことに対応する。今、

Y = Y0 −→ · · · −→ Yp

と書けば、Cがacyclicより、i 6= jに対し、Yi 6= Yjである。Y のnerveを合成でつぶしたY ◦f = Y ◦g
の形を見れば、何番目がつぶされたかが分かるので、f, gを dj の合成で書いたとき、見かけは違っ

ても simplicial conditionで一致する。
□

Remmark 0.0.8
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C が acyclicの条件をはずすと例えば、

Y = Y1
a−→ Y0

b−→ Y1
c−→ Y0

d−→ Y1

で bc = 1とでもすると、

Y ◦ didj : Y1
abc−→ Y0

d−→ Y1 , Y ◦ di′dj′ : Y1
a−→ Y0

bcd−→ Y1

でつぶし方は違うのに、Y ◦didj = Y ◦di′dj′ となる。simplicil conditionを用いても、didj 6= di′dj′

である。ただし、Sd(C)はさらに同値関係で割るわけだから、didj ∼ di′dj′ となる可能性はまだ

残っている。

Corollary 0.0.9

任意の small category C に対し、Sd2(C)は posetである。

Example 0.0.10

C = {a −→ b −→ c}に対し、Sd(C)を計算してみる。Sd(C)の objectは C の nondegenrateな
nerveなので、ob(Sd(C)) = {a, b, c, ab, bc, ac, abc}の７つの点である。一方morphismは、単射な
order preserving mapを扱えばよいから、基本的には d0, d1 : [0] −→ [1]と、d0, d1, d2 : [1] −→ [2]
とその合成を考えればよい。まず 0-nerveから 1-nerveへのmorphismを考えると、

C

[0] [1]
¡¡µ
a

-
d0

@@I
ab

が可換であるので、HomSd(C)(a, ab) = {d0}という一点集合ということが分かる。d1 は可換にし

ないのでこれしかなく、一点なので同値関係を考えなくても良い。同様に、

Hom(a, ab) = Hom(b, bc) = Hom(a, ac) = {d0}, Hom(b, ab) = Hom(c, bc) = Hom(c, ac) = {d1}

であることが分かる。次に、1-nerveから 2-nerveへのmorphismは、

C

[1] [2]
¡¡µ

ab

-
d0

@@I
abc

が可換だから、Hom(ab, abc) = {d0}, Hom(bc, abc) = {d1},Hom(ac, abc) = {d2}である。最後に、
0-nerveから 2-nerveへのmorphismである。

C

[0] [2]
¡¡µ
a

-
d0d0=d0d2

@@I
abc

これは、simplicial conditionからやはり、Hom(a, abc) = {d0d0 = d2d0}という一点集合と考えら
れる。同様に、Hom(b, abc) = Hom(c, abc) = ∗である。Sd(C)は posetであるので、下記のよう
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に図示される。

a b

c

ac bc

ab

abc

これより、この分類空間はそのまま、BSd(C) ∼= ∆2 でありちょうど、BC ∼= ∆2 を細分した形に

なっている。

Example 0.0.11

C = {a ⇒ b}の categoryの Sd(C)を考えてみると、ob(Sd(C)) = {a, b, ab1, ab2}の４点。そし
て、morphismは図式で描くと、

a ab2

ab1 b
?

-

¾

6

で、B(Sd(C)) ∼= S1 である。上記の図式は、

a ab1

b ab2

-
Q

QQs
-´

´́3

とも書ける。

Example 0.0.12

C = {a ¿ b}という groupoidの Sd(C)を考える。nondegenerateな nerveは無限に出てくる。

ob(Sd(C)) = {a, b, ab, ba, aba, bab, abab, baba, · · · }

morphismは
a ab aba · · ·

b ba bab · · ·

-
Q

Q
QQs

-
Q

QQs

-
Q

QQs
-´

´
´́3

-
´

´́3

-
´

´́3

という形になり、やはりこれも posetで、n列までで区切って、Sd(C)nを考えたとき、BSd(C)n ∼=
Sn である。よって、BSd(C) ∼= S∞ である。

Small category Cに対し、重心細分 Sd(C)を考えたが、これが Sd : Cat −→ Catという functor
として考えたい。また、細分する前と後とで categoryとしての性質は何が変わったのか。幾何学
的に重心細分というと、形を余り変えないものを考えたい。

Lemma 0.0.13
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X,Y ∈ ob([∆/C])に対し、dim X = q, dim Y = pとし、[ξ∗] ∈ Hom[∆/C](X,Y )で、ξ : [q] −→ [p]
を order preserving surjectionのとき、[ξ∗]は isomorphism in [∆/C]である。

proof)　　 ξは si : [n+1] −→ [n]の合成として表せるので、各 [(si)∗]が isomorphism in [∆/C]
を示せばよい。。ξ = si : [n + 1] −→ [n]と考える。このとき、di+1 : [n] −→ [n + 1]を考えると、
simplicial conditionから、si ◦ di+1 = 1[n] である。よって、(si)∗ ◦ (di+1)∗ = 1Y でもある。そし

て、やはり simplicial condisitionから、si ◦ si+1 = si ◦ si、そして、di+1 ◦ si = si ◦ di+2であるた

め、di+1 ◦ si : [n+1] −→ [n+1]を考えたとき、(di+1)∗ ◦ (si)∗ = (si)∗ ◦ (di+2)∗ : X −→ X である

が、今、X = Y ◦ si であるので、(si)∗ ◦ (di+2)∗ : X −→ X を詳しく見ると、(di+2)∗ ∼ (di+1)∗ :
X −→ X ◦ si+1 であり、ここで、

X ◦ si+1 = Y ◦ si ◦ si+1 = Y ◦ si ◦ si = X ◦ si

をなることに注意すると、

(di+1)∗ ◦ (si)∗ = (si)∗ ◦ (di+2)∗ ∼ (si)∗ ◦ (di+1)∗ = 1X

となるため、[(di+1)∗]が [(si)∗]の inverceである。
□

Lemma 0.0.14

f : ∆/C −→ Dを functorとし、∆/C の surjectionをDの isomorphismに移すとする。このと
き、f は natural functor ∆/C −→ [∆/C]を用いて、

∆/C −→ [∆/C] −→ D

と一意的に分解できる。

proof) 　　分解が存在すれば、natural functor ∆/C −→ [∆/C] は object、morphism 間の
surjectionであるため、その分解の仕方は一意的であることが分かる。では、具体的に分解を作る。
functor [∆/C] −→ Dを、object間はX 7→ f(X)、そして hom間は、[ξ∗] 7→ f(ξ∗)で定義する。こ
れが functorならば、natural functorとの合成が f になることは明らかである。よって、morphism
対応が well definedであることを示せばよい。ξ∗ ∼ ξ′∗ : X −→ Y としたとき、

ξ∗, ξ′∗ : X −→ Z ⇒di

di+1
Z ◦ si −→ Y

という分解がある。つまり、f(di)∗ = f(di+1)∗ : f(Z) −→ f(Z ◦si)を示せばよい。f(di)∗, f(di+1)∗
は f(si)∗の right inverceであるが、今仮定より f(si)∗は isomorphisであるから、f(di)∗ = f(di+1)∗
である。

□

Definition 0.0.15

X = (f1, · · · , fq)をCのnerveとし、合成可能なmorphismの組で表すとする。r(X) = (fi1 , · · · , fip)
を fi = 1を除いた nondegenerateな nerveを表すとする。つまり、r(X) ∈ ob(Sd(C))である。こ
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のとき、order preserving surjection αX : [q] −→ [p]が、fi = 1ならば α(i − 1) = α(i)で定義す
ることにより、X = r(X) ◦ αX を満たす。ξ∗ : X −→ Y in ∆/C に対し、Sd(C)のmorphism

r(ξ∗) = [(αY )∗][ξ∗] ◦ [(αX)∗]−1 : r(X) −→ r(Y )

と定義する。Lemma 0.0.5を用いる。これは合成に関しても、r(ξ∗ ◦ξ′∗) = r(ξ∗)◦r(ξ′∗)で、identity
に関しても、r(1) = 1を満たすため、r : ∆/C −→ Sd(C)という functorである。rは surjection
を isomorphism（identity）に移すので、Lemma 0.0.14により、

∆/C −→ [∆/C] rC−→ Sd(C)

という rの分解が一意的に存在する。

Proposition 0.0.16

iC : Sd(C) −→ [∆/C]を inclusion functorとしたとき、rC , iC は互いに inverce of equivalent

proof)　　 rC ◦ iC = 1であることは、定義より明らかである。逆に、iC ◦rC : [∆/C] −→ [∆/C]
を考える。natural transformetion t : 1 =⇒ iC ◦ rC を以下のように定義する。iC ◦ rC(X) = r(X)
であり、tX = [(αX)∗] : X −→ r(X)とする。このとき、[ξ∗] : X −→ Y に対し、

X Y

r(X) r(Y )
?

[(αX)∗]

-[ξ∗]

?

[(αY )∗]

-
r(ξ∗)

が可換なのは、r(ξ∗)の定義に戻ればよい。よって、tは naturalであり、Sd(C)と [∆/C]はこれ
らの functorで equivalentである。

□

Definition 0.0.17

f : C −→ D functorに対し、Sd(f) : Sd(C) −→ Sd(D)を以下のように定義する。f∗ : ∆/C −→
∆/Dが、object対応を f、morphismはそのままという対応で functorが誘導できる。morphism
はそのままなのだから、f∗は surjectionを surjectionに移す。このため、Lemma 0.0.13 と 0.0.14
を用いると、

[f∗] : [∆/C] −→ [∆/D]

が誘導される。このとき、[f∗]の制限で Sd(C) −→ Sd(D)と定義するのが自然だが、残念ながら f

は nontrivialなmorphismを identityに移す可能性は十分にあるため、f∗の時点で nondegenerate
nerveを保つとは限らない。よって、

Sd(f) = rD ◦ [f∗] ◦ iC : Sd(C) −→ Sd(D)

という functor の合成により定義する。1 : C −→ C に対し、[1∗] = 1 : [∆/C] −→ [∆/C] で
あるため、Sd(1) = rC ◦ iC = 1 であった。次に合成に関してだが、C

f−→ D
g−→ E のとき、

Sd(gf) = Sd(g)Sd(f) : Sd(C) −→ Sd(E)を示したい。

Sd(gf) = rE ◦ [(gf)∗]iC = rE [g∗][f∗]iC ∼= rE [g∗]iDrD[f∗]iC = Sd(g)Sd(f)
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ということで、Sd(gf) ∼= Sd(g)Sd(f) : Sd(C) −→ Sd(E)と natural isomorphicであることまで
しか言えない。しかし、任意のX ∈ ob(Sd(C))に対し、

αX : Sd(gf)(X) −→ Sd(g)Sd(f)(X)

という natural isomorphismがあるが、これは order preserving mapの isomorphismということで
identityになる。よって、Sd(gf)(X) = Sd(g)Sd(f)(X)である。さらに、naturalからϕ : X −→ Y

に対し、Sd(gf)(ϕ) = Sd(g)Sd(f)(ϕ)であることもわかり、Sd(gf) = Sd(g)Sd(f)であり、

Sd : Cat −→ Cat

は functorとなる。

Remmark 0.0.18

Posetを posetからなる Catの full subcategoryとしたとき、

Sd2 : Cat −→ Poset

と考えられる。

では、categoryを細分する前と後では幾何学的な性質は変わらないことを示す。つまり、目標は
BC ' BSd(C)を示すことにある。

Definition 0.0.19

e : ∆/C −→ C を target対応、つまり、object対応は e(X) = e(X0 −→ · · · −→ Xq) = Xq で

対応させ、ξ∗ : X −→ Y in ∆/C に対し、X = Y ◦ ξ であるので、Xq = (Y ◦ ξ)q = Yξ(q) となり、

e(ξ∗) : Xq −→ Yp はXq = Yξ(q) −→ Yp で、Yξ(q) から Yp までの composable morphismをすべて
合成させたmorphismを対応させる。これが functorになるのは簡単に確かめられる。

surjection ξ∗ : X −→ Y に対し、ξ : [q] −→ [p] が surjection なのだから、ξ(q) = p であり、

X = Y ◦ ξでXp = Yξ(p) = Yp であるため、e(ξ∗) = 1である。よって、Lemma ??により、

e : ∆/C −→ [∆/C]
[e]−→ C

という分解ができる。functor
εC = [e] ◦ iC : Sd(C) −→ C

と定義する。

Proposition 0.0.20

ε : Sd =⇒ 1Cat : Cat −→ Catは natural transformationである。

proof)　　 f : C −→ Dを functorとしたとき、

Sd(C) [∆/C] C

Sd(D) [∆/D] D

?

Sd(f)

-iC

?

[f∗]

-[e]

?

f

-iD -[e]
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という図式を考える。e : ∆/C −→ C は naturalであるのは明らかなので、[e]も naturalになり、
右の diagramは可換である。だが、左はそうではない。しかし、

[f∗] ◦ iC ∼= iD ◦ (rD ◦ [f∗] ◦ iC) = iD ◦ Sd(f)

であるので、natural isomorphism α : [f∗]◦ iC =⇒ iD ◦Sd(f)が存在する。任意のX ∈ ob(Sd(C))
に対し、αX : [f∗] ◦ iC(X) −→ iD ◦ Sd(f)(X)は surjection in [∆/D]であって、[e]は surjection
を identityに移すため、

[e] ◦ [f∗] ◦ iC(X) = [e] ◦ iD ◦ Sd(f)(X)

となり、morphismも同様で、全体の diagramとしては可換となるため、f ◦ εC = εD ◦ Sd(f)で
ある。

□

では、εC が weak equivalenceであることを示す。εC = [e] ◦ iC であって、Prop 0.0.16から、iC

は categoryの equivalence であるから weak equivalenceである。よって示すべきは、[e]が weak
equivalenceであることである。この証明にはQuillenのTheorem A [Qui73]を用いる。つまり、[e]
の fiber、left(right) fiberを調べてそれが contractibleかどうかを見る。その前にいくつか Lemma
を用意する。

Lemma 0.0.21

i : A −→ Bを fully faithfull inclusionとしたとき、functor r : B −→ Aとnatural transformation
1B =⇒ i ◦ rが存在したなら、iは weak equivalenceである。

proof)　　仮定から、i =⇒ i ◦ r ◦ i : A −→ B という natural transformationが存在する。iが

fully faithfull inclusionという仮定から、新たに natural transformation、

1A =⇒ r ◦ i : A −→ A

を作ることができる。よって、iは weak equivalenceである。

Lemma 0.0.22

f : C −→ Dを functorで、任意の d ∈ ob(D)に対し、natural functor

i : f−1(d) −→ f/d

は fully faithfull inclusionである。

proof)　　 iの対応は、object対応が c 7→ (c, 1d)、Hom対応は ϕ 7→ ϕである。これは object
対応が inclusionで、Hom対応が全単射であることも見れば分かるため、fully faithfull inclusion
である。

□

Lemma 0.0.23
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e : ∆/C −→ C において、任意の T ∈ C に対し、natural inclusion functor i : e−1(T ) −→ e/T

は weak equivalenceである。

proof)　　 fiber、left fiberの定義から、

ob(e/T ) = {(X, ϕ) ∈ ob(∆/C)×Mor(C) |ϕ : e(X) −→ T}

ob(e−1(T )) = {X = X0 −→ X1 −→ · · · −→ Xq −→ T}
であった。r : e/T −→ e−1(T )を以下のように定義する。(X,ϕ) ∈ ob(e/T )について、

X = X0 −→ · · · −→ Xq

としたとき、

r(X, ϕ) = X0 −→ · · · −→ Xq
ϕ−→ T

とする。また、morphismにおいては、ξ∗ : (X, ϕ) −→ (Y, χ) in e/T に対し、ξ∗ : X −→ Y in ∆/C

であり、χ ◦ e(ξ∗) = ϕを満たすものである。

r(ξ∗) : r(X, ϕ) −→ r(Y, χ)

は、

r(ξ∗) : (X0 −→ · · · −→ Xq
ϕ−→ T ) −→ (Y0 −→ · · · −→ Yp

χ−→ T )

を定義すればよい。つまり、ξ′ : [q + 1] −→ [p + 1]を与えればよい。これは、

ξ′(n) =





ξ(n) 0 5 n 5 q

p + 1 n = q + 1

このとき、i ◦ r : e/T −→ e/T を考える。i ◦ r(X,ϕ) = (r(X,ϕ), 1T )であるが、

(dq)∗ : X −→ r(X, ϕ)

を考える。ただし、dq : [q] −→ [q+1]であり、r(X,ϕ)◦dq = Xである。これは、1T ◦e((dq)∗) = ϕ

を満たすので、(dp)∗ : (X,ϕ) −→ (r(X,ϕ), 1T )である。

(X, ϕ) i ◦ r(X, ϕ)

(Y, χ) i ◦ r(Y, χ)

-(dp)∗

?
ξ∗

?
i◦r(ξ∗)

-
(dp)∗

が可換であることも確かめられるので、(dp)∗は naturalであり、1 =⇒ i◦ rが作れるため、Lemma
0.0.22により、iは weak equivalenceである。

□

Lemma 0.0.24
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[e] : [∆/C] −→ C において、任意の T ∈ C に対し、natural inclusion functor i : [e]−1(T ) −→
[e]/T は weak equivalenceである。

proof)　　 r : e/T −→ e−1(T )から、[r] : [e]/T −→ [e]−1(T )が induceされればよい。[r]の
object対応は rと同じ。Hom対応において、ξ∗, ξ′∗ : (X, ϕ) −→ (Y, χ)が、ξ∗ ∼ ξ′∗ in [∆/C]のとき、
r(ξ∗) ∼ r(ξ′∗) in [∆/C]を示せばよい。di, di+1 : [q] −→ [q+1]において、d′i, d

′
i+1 : [q+1] −→ [q+2]

を考える。

d′i(n) =





di(n) 0 5 n 5 q

q + 2 n = q + 1

であったから、d′i = di, d
′
i+1 = di+1 : [q + 1] −→ [q + 2]となり、(d′i)∗ ∼ (d′i+1)∗。よって、rの定

義を思い出すと、r(ξ∗) ∼ r(ξ′∗)のため、[r] : [e]/T −→ [e]−1(T )が誘導され、Lemma 0.0.23と同
じく示せる。

□

Theorem 0.0.25

εC : Sd(C) −→ C は weak equivalenceである。

proof)　　 [e] : [∆/C] −→ Cがweak equivalenceを示す。Quillen’s Theorem Aにより、任意の
T ∈ ob(C)に対し、[e]/T が contractibleであることを示せばよいが、Lemma 0.0.24により、fiber
[e]−1(T )が contractibleであることを示せばよい。そのために、[e]−1(T )は inicial objectを持つ
ことを示す。0-nerve T ∈ ob([e]−1(T )) ⊂ ob([∆/C]) が inicial objectである。任意の [e]−1(T )の
nerve X = X0 −→ · · · −→ Xq = T に対し、[a∗] ∈ Hom[∆/C](T, X)である。ただし、a : [0] −→ [q]
は a(0) = qである。また、[b∗] ∈ Ho[e]−1(T )(T, X)を取ると、b : [0] −→ [q]であるが、h : [1] −→ [q]
を h(0) = b(0), h(1) = qで定義すれば、a = hd0, b = hd1 であり、

X : X0 −→ · · · −→ Xb(0)−1 −→ X(b(0)) = T −→ Xb(0)+1 −→ · · · −→ Xq = T

の形をしているのだから、b(0)以降の morphismを合成すると、[b∗] ∈ Hom[e]−1(T )(T, X)の定義
から、[e]([b∗]) = 1T : Xb(0) = T −→ Xq = T であるので、X ◦ h = T ◦ s0 となり、

a∗ = h∗(d0)∗, b∗ = h∗(d1)∗ : T ⇒(d0)∗
(d1)∗

T ◦ s0 = (T =−→ T ) h∗−→ X

であるから、a∗ ∼ b∗ であり、Hom(T, X) = {∗}となり、T が inicial objectである。
□

Corollary 0.0.26

f : C −→ Dを functorとしたとき、

Sd(C) Sd(D)

C D
?

εC

-Sd(f)

?

εD

-
f

が可換なので、Sd : Cat −→ Catは weak equivalenceを保つ。
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Remmark 0.0.27

Thomasonによれば、[Tho80]においてCatは上記のweak equivalenceの指定によりmodel struc-
tureを持つ。その cofibrant objectはちょうど posetということで、Sd2は cofibrant replacement
に対応している。Hoyoは [Hoy07]の後半で poset、位相空間の homotopy categoryが equivalence
であることを示している。

Ho(Top) ∼= Ho(sSet) ∼= Ho(Cat) ∼= Ho(Catc) = Ho(Poset)
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